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1. ЦЕЛЬ ЛАБОРАТОРНОЙ РАБОТЫ 

Ознакомление с прямыми методами решения систем линейных алгебраических 

уравнений, на примере методов Гаусса, главных элементов, квадратных корней и 

схемы Халецкого. 

 

2. КРАТКИЕ ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ СВЕДЕНИЯ 

Система m линейных уравнений с n неизвестными (или, линейная система) в 

линейной алгебре – это система уравнений вида 
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где ix  – неизвестные переменные, ija  – коэффициенты при неизвестных (числа), 

jb  – свободные члены (числа).  

Система (1) называется однородной, если все её свободные члены равны нулю 

(b1 = b2 = … = bm = 0), иначе – неоднородной. 

Система (1) называется квадратной, если число уравнений равно числу неиз-

вестных (m=n). 

Решением системы (1) называется совокупность n чисел c1, c2, …, cn, таких что 

подстановка каждого ci вместо xi в систему (1) обращает все ее уравнения в тождест-

ва. 

Система (1) называется совместной, если она имеет хотя бы одно решение, и 

несовместной, если у нее нет ни одного решения. 

Систему (1) можно записать в матричной форме: 
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Прямые методы позволяют получить решение системы за конечное число 

арифметических операций, и если все операции выполняются точно (без ошибок ок-

ругления), то решение заданной системы также получается точным. К прямым мето-

дам решения систем линейных уравнений относятся методы Гаусса, Крамера, квад-

ратных корней, Холецкого и др.  

 

2.1.1. Метод Гаусса 

Метод Гаусса является наиболее простым и популярным прямым методом. Он 

состоит из двух этапов. 
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Первый этап (прямой ход или метод исключений). Последовательно исключая 

неизвестные, система (1) приводится к треугольному виду 

 ,  xBx  (3) 

где x=(x1, x2, …, xn) – неизвестный вектор, =(1, 2, …, n) – известный вектор, B+ – 

верхняя треугольная матрица. 

Второй этап (обратный ход). Определение неизвестных xn, xn-1, …, x1. 

Перейдем к подробному изложению метода.  

Прежде всего, необходимо убедиться, что матрица коэффициентов при неиз-

вестных njiijaA ,1,}{   невырожденная (т.е. ее определитель отличен от нуля). Так-

же нужно выбрать вычислительную схему последовательного исключения неизвест-

ных. Здесь будет рассмотрена так называемая схема единственного деления.  

Подвергнем систему (2) следующему преобразованию. Предположим, что 

011 a  (выполнение этого условия всегда можно добиться перестановкой строк мат-

рицы). Разделим первую строку (2) на 11a : 
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Используя первую строку матрицы (4), исключим (обнулим) элементы 

niai ,2,1  , т.е. элементы, стоящие в первом столбце под единицей.  Для этого из i-й 

строки вычтем первую, умноженную на соответствующий элемент 1ia : 
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 (5) 

Далее из матрицы (5) выделим подматрицу, которая не будет содержать первой 

строки и первого столбца матрицы (5):  
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С матрицей (6) проделаем те же действия, что и с матрицей (2).  

Повторяя этот процесс, вместо матрицы (2) получим равносильную ей верхнюю 

треугольную матрицу:  



 4

 































n

n

n

b

b

b

aa

aaa

...

1...000

...............

...10

...1

2

1

223

11312

. (7) 

Тем самым, систему линейных равнений (1) преобразуем к виду: 
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На этом прямой ход метода заканчивается. 

Обратный ход Гаусса состоит в определении всех неизвестных xi из системы 

(6), начиная с последнего. Из (8) следует: 
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Пример. Решить систему линейных уравнений методом Гаусса с точностью до 

0,0001: 
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Решение:  

Прямой ход 
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или 
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Обратный ход 
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Ответ: 2779,2,9637,2,6582,0 321  xxx . 

 

2.1.2. Метод главных элементов 

Этот метод является одной из модификаций метода Гаусса. Пусть дана линейная 

система (1). Тогда расширенная матрица этой системы будет выглядеть следующим 

образом: 
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Выберем ненулевой, как правило, наибольший по модулю элемент матрицы М 

(в нашем случае пусть это будет элемент pqa ), который назовем главным элемен-

том. Строку, содержащую главный элемент, назовем главной строкой. Вычислим 

множители 

 
pq

iq
i a

a
m  ,  для всех  ip. (11) 

Далее произведем следующую операцию: к каждой неглавной строке прибавим 

главную, умноженную на соответствующий множитель im  (где i – номер строки). В 

результате мы получим новую матрицу, у которой q-й столбец состоит из нулей. 

Отбрасывая этот столбец и главную p-ю строку, получим новую матрицу )1(M   

с меньшим на единицу числом строк и столбцов. 
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Над матрицей )1(M  повторим те же операции, после чего получим матрицу 
)2(M  и т.д. Таким образом будет построена последовательность матриц 

,,...,,, )1()2()1( nMMMM  

последняя из которых есть двухчленная матрица-строка; ее также определим глав-

ной. 

Для определения неизвестных ix  объединяем в систему все главные строки, на-

чиная с последней, входящей в матрицу )1( nM . 

После надлежащего изменения нумерации неизвестных, получается система с 

верхней треугольной матрицей, из которой легко шаг за шагом, используя обратный 

ход метода Гаусса, можно найти неизвестные. 

Пример. Решить систему линейных уравнений, используя метод главных эле-

ментов с точностью до 0,0001: 
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Решение: 
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В качестве главного возьмем наибольший по модулю элемент: 13a = 3,1700. Теперь 
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Исходная матрица после арифметических действий, описанных в алгоритме, 

примет вид: 
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Исключим из рассмотрения первую строка и первый столбец.  
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Ответ: 264,1,7732,1,0969,0 321  xxx . 

 

2.1.3. Метод квадратных корней 

Этот метод применятся тогда, когда матрица A является симметрической, т.е. 

AaA ji
T  ][ . Такую матрицу можно представить в виде произведения двух транс-

понированных между собой треугольных матриц: 

                                                        TTA  , (13) 

где 
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При наличии соотношения (13) система уравнений (1) эквивалентно двум сис-

темам: 

byT    и  yTx  . 

Отсюда находим: 
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При практическом применении метода квадратных корней прямым ходом при по-

мощи формул  (13) и (14) последовательно вычисляются коэффициенты ijt  и iy , а затем 

обратным ходом с помощью формулы (15) находятся неизвестные ix  (i = n, n-1, …, 1). 

Пример: Решить систему линейных уравнений методом квадратных корней с 

точностью до 0,001 













.64,093,185,173,0

;73,285,173,148,1

;44,173,048,125,4

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Решение: 

Дана следующая матрица: 






















64,0

73,2

44,1

93,185,173,0

85,173,148,1

73,048,125,4

. 
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Найдем сначала элементы матрицы Т. Для этого воспользуемся формулами сис-

темы (14). 

;0616,211 t   ;7179,0
0616,2

48,1
12 


t  ;3541,0

0616,2

73,0
13 t   

;021 t  1021,1)7179,0(73,1 2
22 t ; 4480,1

1021,1

3541,0*7179,085,1
23 


t ; 

;031 t  ;032 t  it 5403,0)448,1(3541,093,1 22
33  . 

Отсюда следует: 



























;2149,6
5403,0

9321,2*4480,16985,0*3541,064,0

,9321,2
1021,1

6985,0*7179,073,2

,6985,0
0616,2

44,1

3

2

1

i
i

y

y

y

 



























.0214,2
0616,2

)5017,11(*3541,0)4508,12(*)7179,0(6985,0

;4508,12
1021,1

)5017,11(*)4480,1(9321,2

;5017,11
5403,0

2149,6

1

2

3

x

x

i

i
x

 

Ответ: x1=–2,0214; х2=–12,4508; х3=–11,5017. 

 

2.1.4. Схема Халецкого 

Для удобства рассуждений, систему линейных уравнений (1) запишем в мат-

ричном виде следующим образом 

 Ax=b, (17) 

где ][ ijaA   - квадратная матрица порядка n и 


















nx

x

x 
1

, 






















1,

1,1

nn

n

a

a

b   - векторы-

столбцы. 

Представим матрицу А в виде произведения нижней треугольной матрицы  

][ ijbB   и верхней треугольной матрицы ][ ijcC   с единичной диагональю, т.е. 

 А=ВС, (18) 

где   
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



















nnnn bbb

bb

b

B

...

............

0...

0...0

21

2221

11

           и          





















1...00

............

...10

...1

2

112

n

n

c

cc

C . 

Тогда ненулевые элементы ijb  и ijс  определяются по формулам 

 
















1

1

11

),1(

,
j

k
kjikijij

ii

jicbab

ab

  (19)         

















 







).1(

1

,

1

1

11

1
1

jicba
b

c

b

a
c

i

k
kjikij

ii
ij

j
j

 (20) 

Отсюда искомый вектор x может быть вычислен из систем уравнений            

By=b,   Cx=y. Так как матрицы B и C – треугольные, то системы легко решаются, а 

именно: 

















 











)1(
1

,

1

1
1,

11

1,1
1

iyba
b

y

b

a
y

i

k
kikni

ii
i

n

 (21)              













).(

,

1
nixcyx

yx
n

ik
kikii

nn

  (22) 

Из формул (21) видно, что числа iy  выгодно вычислять вместе с коэффициен-

тами ijc . 

Пример: Решить систему линейных уравнений по схеме Халецкого с точно-

стью до 0,001. 













.83,038,043,064,0

;48,056,083,007,1

;11,184,024,014,0

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Решение:  






















83,0

48,0

11,1

38,043,064,0

56,083,007,1

84,024,014,0

 

Сначала разложим матрицу коэффициентов на две матрицы В и С, ненулевые 

элементы которых находятся по формулам (18)-(19) (последовательность выполне-

ния вычислений указана стрелками). 
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.0000,1

,6198,2

,0000,1

,0000,6

,7143,1

,0000,1

33

23

22

13

12

11










с

с

с

с

с

с

 

;7122,1

,6671,0

,6400,0

,6643,2

,0700,1

,1400,0

33

32

31

22

21

11










b

b

b

b

b

b

 
Отсюда следует:  

;9286,7
1400,0

1100,1
1 y   

;0040,3
6643,2

9286,7*0700,148,0
2 




y  

2779,2
7122,1

0040,3*)6671,0(9286,7*6400,083,0
3 


y   

и  

.6582,0)2779,2(*)000,6()9637,2(*7143,19286,7

,9637,2)2779,2(*)6198,2(0040,3

,2779,2

1

2

3






x

x

x

 

 

Ответ: 2779,2,9637,2,6582,0 321  xxx . 

 

3. ЗАДАНИЯ 
 

Решить методами Гаусса, главных элементов, квадратных корней и Халецкого 

(согласно варианту) следующие системы 

 

№1.












.05,162,04,143,0

;75,423,217,109,7

;06,513,225,421,3

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 №2.












.17,002,081,071,0

;16,411,515,214,1

;15,605,713,142,0

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

№3.












.16,1877,005,203,1

;44,005,071,061,0

;5,703,412,35,2

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 №4.












.06,513,225,421,3

;05,162,04,143,0

;75,423,217,109,7

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

№5.













.15,605,713,142,0

;17,002,081,071,0

;16,411,515,214,1

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 №6.













.5,703,512,35,2

;16,187,005,203,1

;44,005,071,061,0

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

№7.












.65,187,178,060,0

;57,278,051,365,1

;92,060,066,111,3

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 №8.













.38,063,015,013,0

;26,015,071,012,0

;10,013,01210,0

321

321

321

xxx

xxx

xxx
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№9.












.10,010,004,012,0

;32,004,034,010,0

;29,012,010,071,0

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 №10.













;28,071,012,010,0

;05,012,010,044,0

;33,010,004,034,0

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

№11.












.12,125,008,018,1

;62,072,034,007,0

;17,014,043,012,0

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 №12.












;48,093,043,032,0

;15,043,072,064,0

;15,184,053,017,1

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

№13.













.64,064,043,086,0

;84,037,024,048,0

;83,118,044,166,0

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 №14.












.44,137,023,048,0

;52,048,012,135,0

;48,057,043,082,0

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

№15.












.88,012,146,028,0

;63,05425,038,0

;18,057,012,06,1

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 №16.













.5,13,116,02

;15,044,248,083,0

;43,014,13,116,1

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

№17.












.37,063,005,013,0

;31,005,034,004,0

;15,013,004,010,0

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 №18.












.42,071,010,015,0

;32,010,034,005,0

;34,015,005,063,0

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

№19.












.40,05,110,030,0

;30,010,060,120,0

;60,030,020,020,1

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 №20.












.4010,030,050,1

;30,060,120,010,0

;60,020,020,130,0

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

№21.












.32,010,034,005,0

;02,005,029,058,0

;74,081,044,020,0

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 №22.













.67,2736,642,777,5

;49,4975,1103,1942,7

;70,411075,1136,6

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

№23.












.22,010,024,002,0

;01,003,059,028,0

;47,018,011,040,0

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 №24.












.68,083,012,014,1

;86,012,135,042,0

;15,144,025,018,0

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

№25.













.15,022,042,036,0

;16,112,036,044,0

;5,142,018,02,1

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 №26.












.12,043,083,063,0

;88,027,012,056,0

;43,057,043,064,0

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

№27.












.42,083,057,034,0

;83,053,016,043,0

;15,172,018,260,1

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 №28.













.25,032,062,054,0

;84,032,057,042,0

;15,163,013,08,0

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

№29.












.38,064,075,037,0

;66,035,062,043,0

;57,084,028,006,1

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 №30.












.14,048,023,032,0

;83,045,014,012,1

;68,011,184,075,0

321

321

321

xxx

xxx

xxx
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№31.













;14,318,145,217,1

;13,245,232,112,2

;27,117,112,214,3

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 №32.












.16,085,118,224,3

;43,318,216,175,1

;23,124,375,145,2

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

№33.













.33,116,246,018,0

;93,046,073,127,2

;25,218,027,265,1

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 №34.












.87,218,243,165,0

;87,043,133,262,1

;28,165,062,123,3

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

№35.













.83,144,136,255,2

;75,036,287,242,1

;48,255,242,193,0

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 №36.












.88,023,118,207,1

;15,118,276,015,2

;48,207,115,242,1

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

№37.












.87,077,034,163,0

;64,034,145,171,0

;28,163,071,023,2

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 №38.













.15,221,127,184,0

;63,027,165,027,1

;51,184,027,163,1

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

№39.












.47,086,237,035,1

;27,137,028,108,1

;57,035,108,178,0

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 №40.













.72,027,203,173,1

;18,103,141,118,2

;28,073,118,283,0

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

№41.













.25,162,052,023,1

;81,152,071,118,1

;16,023,118,174,2

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 №42.













.72,093,018,238,1

;72,118,245,172,0

;88,038,172,035,1

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

№43.













.47,055,064,123,1

;12,164,196,075,0

;83,023,175,048,1

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 №44.













.72,115,373,226,1

;54,073,263,018,3

;83,126,118,316,2

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

№45.












.74,243,062,127,3

;27,162,127,272,1

;75,037,372,163,0

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 №46.













.17,016,177,087,1

;06,277,024,292,0

;15,287,192,036,1

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

№47.












.09,145,188,028,0

;47,088,043,117,1

;43,128,017,132,2

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 №48.













.03,179,072,156,1

;57,072,118,024,1

;49,056,124,175,0

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

№49.













.68,088,035,167,0

;73,035,187,132,2

;83,167,032,218,1

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 №50.













.37,163,216,287,1

;27,016,268,013,1

;83,087,113,178,0

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

№51.












.87,115,273,154,1

;68,073,116,165,0

;43,154,165,017,1

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 №52.












.53,073,332,244,0

;71,032,222,135,1

;51,144,035,187,0

321

321

321

xxx

xxx

xxx
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№53.












.57,065,072,177,0

;88,172,181,023,2

;11,177,023,217,1

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 №54.












.83,007,218,189,0

;05,118,144,245,1

;61,089,045,116,2

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

№55.












.72,051,116,093,2

;27,016,041,105,1

;18,193,205,164,0

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 №56.













.54,064,079,036,1

;07,179,087,075,0

;45,236,175,054,1

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

№57.













.74,071,157,053,0

;88,157,045,316,1

;65,083,016,144,2

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 №58.












.72,155,035,178,1

;66,035,067,267,0

;14,178,167,056,2

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

№59.













.27,115,219,183,1

;95,019,168,075,0

;68,083,175,053,0

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 №60.













.73,018,361,277,0

;82,061,204,176,1

;15,277,076,165,1

321

321

321

xxx

xxx

xxx
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