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1. Основные задачи расчетно-графической работы

Расчетно-графическая работа (РГР) по дисциплине «Структуры и алгоритмы обработки данных» выполняется студентами направления 230100 «Информатика и вычислительная техника» (профиль «Программное обеспечение средств вычислительной техники и автоматизированных систем»). Целью выполнения РГР является закрепление теоретических знаний, полученных по данному курсу и смежным дисциплинам, и приобретение практических навыков формализации поставленной задачи, создания и использования эффективных структур данных и алгоритмов в прикладных задачах, теоретических и экспериментальных оценок эффективности алгоритмов.


Выполнение РГР требует от студента знаний основных разделов курсов «Структуры и алгоритмы обработки данных», «Информатика», «Алгебра и геометрия», «Математический анализ», «Дискретная математика», «Математическая логика и теория алгоритмов», «Вычислительная математика», «Теория вероятностей, математическая статистика и случайные процессы», а также знаний методов программирования, полученных в курсе «Программирование».


При выполнении РГР студент должен уметь

· формализовать поставленную задачу (перейти от словесной неформальной постановки задачи к математической формулировке);

· приспосабливать общие методы и алгоритмы решения классов задач к решению конкретной задачи;

· проводить сравнительную оценку различных вариантов с целью выбора наиболее эффективных структур данных и алгоритмов их обработки;

· исследовать и оценивать теоретически (аналитически) и экспериментально методы сокращения перебора в комбинаторных задачах;

· оценивать аналитически и экспериментально эффективность предложенных в работе алгоритмов (временную и емкостную сложности);

· программно реализовать разработанные структуры данных и алгоритмы на одном из алгоритмических языков программирования.

РГР выполняется в течение одного семестра. Учебный план курса предусматривает самостоятельную работу студента с проработкой отдельных вопросов в процессе индивидуальных консультаций с преподавателем.

2. Характеристика заданий и общие методы их
решения

В качестве индивидуального задания студенту предлагается комбинаторная задача. Задания могут быть связаны с инженерными или информационными задачами, решением различных головоломок и т.п. Постановка задачи должна быть неформальной, чтобы вопросы математической формализации поставленной задачи решались студентом в процессе выполнения РГР. Не должны задаваться также структуры данных для программной реализации алгоритмов решения ( все эти вопросы должны решаться студентом.


Выбор комбинаторных задач в качестве заданий к РГР в немалой степени обусловлен следующим. Непосредственное применение хорошо известных общих методов решения таких задач обычно приводит к алгоритмам, время работы которых недопустимо велико. Методы должны быть хорошо приспособлены к конкретной задаче, чтобы в результате алгоритм стал пригодным для практического использования. Это в большинстве случаев потребует от студента большой изобретательности для сокращения перебора.


Класс комбинаторных задач характеризуется тем, что в них рассматриваются задачи на существование, эффективное построение, перечисление и оптимизацию объектов, образованных из сравнительно большого числа элементов. Такие задачи обычно требуют исчерпывающего поиска множества всех возможных решений, а алгоритмы решения имеют экспоненциальную временную сложность. Одним из общих методов организации такого поиска является поиск с возвратом (backtracking), который можно взять за основу для решения поставленной перед студентом задачи. Если в качестве задания к РГР поставлена задача поиска оптимального решения, то можно воспользоваться хорошо известным вариантом поиска с возвратом, называемым методом ветвей и границ. Для игровых задач может быть полезен метод альфа-бета отсечений ((-(-отсечение).
2.1. Поиск с возвратом

В общем случае предполагается, что решение задачи представляет собой вектор (a1, a2, …) конечной, но не определенной длины, удовлетворяющий некоторым ограничениям. Каждый элемент ai  является элементом конечного линейно упорядоченного множества Ai. Таким образом, при исчерпывающем поиске должны рассматриваться элементы множества A1 ( A2 ( … ( Ai для i = 0, 1, 2, … в качестве возможных решений. В качестве исходного частичного решения выбирается пустой вектор ( ) и на основе имеющихся ограничений определяется, какие элементы из множества A1 являются кандидатами в a1; подмножество таких кандидатов обозначим через S1. В качестве a1 выбирается наименьший элемент множества S1; в результате получается частичное решение (a1). В общем случае различные ограничения, описывающие решения, определяют, из какого подмножества Sk множества Ak должны выбираться кандидаты для расширения частичного решения от (a1, a2, …, ak–1) до (a1, a2, …, ak–1, ak). Если частичное решение (a1, a2, …, ak–1) не предоставляет возможностей для выбора элемента ak, т. е. Sk = (, то необходимо вернуться и выбрать новый элемент ak–1. Если новый элемент ak–1 выбрать невозможно, придется вернуться еще дальше и выбрать новый элемент ak–2 и т. д.


Процесс поиска с возвратом удобно представить в виде дерева поиска, в котором исследуемое подмножество множества A1 ( A2 ( … ( Ai для i = 0, 1, 2, … представляется следующим образом. Корню дерева (нулевой уровень) ставится в соответствие пустой вектор. Его сыновья образуют множество S1 кандидатов для выбора a1. В общем случае вершины k-го уровня образуют множества Sk кандидатов на выбор ak при условии, что a1, a2, …, ak–1 выбраны так, как указывают предки этих вершин. Пример дерева поиска представлен на рис. 1, где пунктирные линии показывают порядок прохождения вершин в процессе поиска с возвратом. Вопрос о том, имеет ли задача решение (a1, a2, …), равносилен вопросу, являются ли какие-нибудь вершины дерева решениями. Для поиска всех решений необходимо получить все такие вершины.
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Рис. 1. Дерево поиска

Рассмотренный общий метод поиска с возвратом для нахождения всех решений формально описывается алгоритмом 1. Внутренний цикл осуществляет расширение частичного решения (продвижение на следующий уровень в дереве поиска), если оно возможно (т. е. при Sk ( (). Внешний цикл реализует возврат к предыдущему частичному решению (возврат на предыдущий уровень в дереве поиска) в случае невозможности дальнейшего продвижения (при Sk = (). Переменная count в алгоритме не имеет принципиального значения для поиска, она носит информативный характер и служит для подсчета числа исследованных вершин в дереве в процессе поиска.


Если требуется найти только одно решение, алгоритм можно легко модифицировать так, чтобы он завершал работу после записи первого найденного решения; в этом случае останов в конце внешнего цикла while означает, что решений нет.


[image: image2.wmf]найдены

решения

все

//

е

возвращени

//

1

определить

1

его

записать

решение

)

,

,

,

(

1

}

{

из

элемент

е

продвижени

//

0

1

0

определить

2

1

1

1

ï

ï

ï

ï

î

ï

ï

ï

ï

í

ì

-

¬

ï

ï

ï

î

ï

ï

ï

í

ì

Í

+

¬

-

+

¬

-

¬

¬

Æ

¹

>

¬

¬

Í

k

k

A

S

k

k

a

a

a

count

count

a

S

S

S

a

S

k

k

count

A

S

k

k

k

k

k

k

k

k

k

then

if

do

while

do

while

K


Алгоритм 1. Общий алгоритм поиска с возвратом

2.2. Метод ветвей и границ


Метод ветвей и границ является разновидностью поиска с возвратом и применяется для решения задач оптимизации. В таких задачах предполагается, что существует некоторый параметр (назовем его стоимостью), характеризующий качество решения. То есть каждое решение связано с определенной стоимостью, и необходимо найти оптимальное решение (решение с наименьшей стоимостью).


Пусть U – множество решений некоторой задачи. Обозначим через cost (u) стоимость некоторого решения u ( U. Тогда оптимальным решением будет такое, которое дает минимальное значение 
[image: image3.wmf])

(

min

min

u

cost

q

U

u

Î

=

 стоимости. Пусть на некотором этапе исследовано некоторое подмножество A множества U решений и определена стоимость qA наилучшего на данный момент решения и пусть процесс поиска с возвратом достиг некоторой вершины дерева поиска. Тогда стоимость qB соответствующего частичного решения является нижней границей стоимости множества B всех вытекающих из него решений (всех потомков этой вершины). При qB ( qA процесс продвижения по дереву прекращается, поскольку уже ясно, что все решения из множества B не лучше имеющегося, т. е. исключаются из рассмотрения (отсекаются) соответствующие ветви в дереве поиска. Если qB < qA, то можно предположить, что среди потомков этой вершины может оказаться оптимальное решение. Поэтому продолжается дальнейшее исследование (продвижение по дереву поиска). Если стоимость нового полученного решения окажется меньше qA, то это решение сохраняется в качестве наилучшего на данный момент, а его стоимость становится новым значением qA. Таким образом, метод ветвей и границ состоит в последовательном улучшении оценки qA стоимости, пока не будет получено оптимальное решение со стоимостью qmin. Эффективность метода во многом зависит от стратегии исследования решений. Следует стремиться к тому, чтобы находить решения, для которых оценки стоимости близки к оптимальному решению, на ранних этапах поиска.


Для применения метода ветвей и границ стоимость должна быть четко определена для частичных решений. Кроме того, для всех частичных решений (a1, a2, …, ak–1) и для всех расширений (a1, a2, …, ak–1, ak) должно выполняться соотношение

cost (a1, a2, …, ak–1) ( cost (a1, a2, …, ak–1, ak),

где cost (a1, a2, …, ak) ( стоимость решения (a1, a2, …, ak). Когда стоимость обладает указанным свойством, то можно отбросить частичное решение (a1, a2, …, ak), если его стоимость больше или равна стоимости ранее вычисленных решений. Включение этого ограничения в общий алгоритм 1 поиска с возвратом дает алгоритм 2, где переменная cost ( это стоимость текущего частичного решения, а lowcost ( стоимость оптимального на данный момент решения (наименьшая на данный момент стоимость).


Для многих прикладных задач функция стоимости неотрицательная и часто удовлетворяет более сильному требованию

cost (a1, a2, …, ak–1, ak) = cost (a1, a2, …, ak–1) + C(ak),

где C(ak) ( 0 ( функция стоимости, определенная для всех ak. Это условие несколько упрощает общий алгоритм.
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Алгоритм 2. Общий алгоритм метода ветвей и границ

2.3. Альфа-бета отсечение

Важной разновидностью метода ветвей и границ для решения игровых задач является альфа-бета отсечение ((-(-отсечение). Этот метод используется при построении деревьев игр. Дерево игры – это дерево, которое появляется в результате исследования (способом поиска с возвратом) всех возможных последовательностей ходов. Корнем дерева игры является начальная конфигурация игры, сыновья корня – это возможные позиции после хода первого игрока, сыновья этих вершин – это возможные положения после ответного хода второго игрока и т. д. Каждый лист дерева игры представляет собой возможное окончание игры. Обычно дерево игры оценивается с позиций первого игрока. Тогда каждый лист помечается значением выигрыша первого игрока. Значения других вершин дерева определяются значениями их сыновей. Для произвольной внутренней вершины N с сыновьями N1, N2, …, Nk значение V(N) определяется следующим образом:
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Таким образом, первый игрок стремится максимизировать свой выигрыш, а второй – минимизировать свой проигрыш. Такой метод называется методом минимакса, так как по мере продвижения вверх по дереву попеременно используются функции максимума и минимума. Ясно, что если при условии минимакса значение корня дерева равно нулю, игра всегда завершается ничьей.


Метод (-(-отсечений использует идею метода ветвей и границ для обрывания поддеревьев дерева игры. Как только для вершины определена оценка, то становится известна некоторая информация о значении ее отца. Если отец вершины принадлежит уровню, на котором вычисляется максимум, то значение, присвоенное вершине, является нижней границей значения ее отца. Нижняя граница уровня, в котором вычисляется максимум, называется (-значением. Если отец находится на уровне, в котором вычисляется минимум, получается верхняя граница оценки, которая называется (-значением. Пусть известно (-значение некоторой вершины N. Если значение любого другого потомка вершины N будет не меньше (-значения, то можно игнорировать оставшуюся часть дерева, расположенную ниже этого потомка. Такая ситуация называется (-отсечением. Она возникает, если вершина, расположенная на два уровня ниже вершины с (-значением, имеет меньшее значение, чем (. Подобным образом определяется и (-отсечение, которое возникает, когда вершина, расположенная на два уровня ниже вершины с (-значением (вершина с (-значением находится на уровне, где вычисляется минимум), имеет большее значение, чем (.


Рассмотрим процесс (-(-отсечений для дерева игры, представленного на рис. 2. Вершины, расположенные на четных уровнях (где вычисляется максимум), изображены квадратами, а вершины, расположенные на нечетных уровнях (где вычисляется минимум), – кружочками. Отсекаемые части дерева игры изображены пунктирными линиями.
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Рис. 2. Дерево игры


После вычисления значения V(c) = max(V(a), V(b)) = 5 становится известным (-значение для вершины g, равное 5, т. е. V(g) ( 5. Поскольку V(d) = 6, то V(f) ( 6, что больше (-значения вершины g. Поэтому значение вершины e не влияет на значение вершины g, т. е. V(e) можно игнорировать ((-отсечение). В результате получается значение V(g) = 5 вершины g и становится известным (-значение вершины y, равное 5, т. е. V(y) ( 5. После вычисления значения V(j) = 3 становится известным (-значение для вершины q, равное 3, т. е. V(q) ( 3, что меньше (-значения вершины y. Поэтому поддерево с вершинами k, l, m, n, o, p можно игнорировать ((-отсечение). После вычисления V(t) = 3 и получения (-значения для вершины x, равного 3, также игнорируется поддерево с вершинами u, v, w ((-отсечение). В результате получается значение V(y) = 5 для вершины y и оптимальная стратегия игры, которая при условии минимакса дает наибольший выигрыш первому игроку.


Таким образом, метод (-(-отсечений позволяет проверить только часть дерева игры вместо исследования всего дерева методом поиска с возвратом.
3. Рекомендации к выполнению РГР
3.1. Постановка задачи


На начальном этапе полученное задание необходимо проанализировать, проработать литературу с целью систематизации знаний в данной области, попытаться свести поставленную задачу к известным или более простым формулировкам, сделать предварительные выводы об общих методах решения задачи.


Процесс выполнения РГР рассмотрим на примере одной из простейших комбинаторных задач ( задачи о ферзях, которую можно сформулировать следующим образом:


Задача. Найти все варианты расстановки максимального числа ферзей на шахматной доске размера n ( n так, чтобы ни один ферзь не атаковал другого.


Поскольку ферзь атакует все поля в своей строке, своем столбце и диагоналях, очевидно, что на шахматной доске можно расставить максимум n не атакующих друг друга ферзей. Таким образом, поставленная задача сводится к определению возможности расстановки n не атакующих друг друга ферзей и, если расстановка возможна, к определению, сколькими способами это можно сделать. Если же расстановка n ферзей невозможна, то решается задача расстановки (n ( 1) ферзей и т.д. Ясно, что для решения задачи о ферзях можно применить метод поиска с возвратом.

3.2. Формализация задачи


Общий алгоритм поиска с возвратом (алгоритм 1) представляет собой только общую схему решения, с которой следует подходить к конкретной задаче. Его непосредственное применение часто приводит к алгоритмам с недопустимо большим временем работы. Поэтому общий алгоритм должен быть хорошо приспособлен к решению конкретной задачи, чтобы он был пригоден для практического использования. Часто это требует большой изобретательности при поиске способов сокращения перебора.


Для применения общего алгоритма поиска с возвратом к конкретной задаче необходимо выполнить анализ задачи с целью определения различных ограничений и специальных методов и приемов повышения эффективности процесса поиска за счет сокращения перебора. Прежде всего, необходимо решить вопрос о представлении вектора решения, для каждого элемента ak вектора определить все его возможные значения (т. е. множества Ak), детально проанализировать задачу для выявления свойственных ей ограничений, которые являются основой для вычисления подмножеств Sk кандидатов для расширения частичных решений. Таким образом, в первую очередь необходимо определиться со структурами данных для представления множеств Ak, Sk, векторов решений и их элементов ak, а также с множеством производимых над ними операций, позволяющих добиться по возможности наибольшей эффективности вычислений. Процесс приспособления общего алгоритма завершается разработкой окончательного алгоритма решения задачи, учитывающего все ограничения и усовершенствования, направленные на сокращение перебора. Выбор структур данных должен быть обоснован.


Проиллюстрируем это на примере задачи о ферзях.

3.2.1. Абстрактные структуры данных для представления объектов задачи


Сначала решим вопрос о представлении вектора решений. Очевидно, что все решения имеют одну и ту же фиксированную длину n, т. е. решение можно представить вектором (a1, …, an). На первый взгляд, элемент ak (1 ( k ( n) этого вектора должен представлять собой координату позиции, в которой размещается k-й ферзь, т. е. упорядоченную пару чисел, определяющих соответственно номер строки и номер столбца. Однако поскольку в каждом столбце может находиться только один ферзь, то решение можно представить более простым вектором (a1, …, an), в котором элемент ak (1 ( k ( n) есть номер строки ферзя, расположенного в столбце с номером k, т. е. координатой позиции является пара (ak, k). Очевидно, что множества значений элементов ak совпадают, т. е. A1 = … = An = A = {1, …, n}.


Поскольку областью значений каждого элемента ak вектора решения является множество целых чисел от 1 до n, нет необходимости в вычислении и явном хранении подмножеств Sk и множества A. Проще хранить наименьшее значение из Sk и следующее значение вычислять по мере необходимости. Текущее значение элемента множества Sk обозначим через sk. Таким образом, sk (1 ( k ( n) является элементом вектора S = (s1, …, sn).
3.2.2. Анализ ограничений и усовершенствований


Рассмотрим свойственные задаче ограничения. Одно ограничение, связанное с тем, что в столбце может находиться только один ферзь, учтено представлением вектора решения. Другое ограничение заключается в том, что в каждой строке может быть только один ферзь, поэтому если i ( j, то ai ( aj. Наконец, поскольку ферзи могут атаковать друг друга по диагонали, мы должны иметь |ai ( aj | ( |i ( j|, если i ( j. Таким образом, для того чтобы определить, можно ли добавить ak для расширения частичного решения (a1, a2, …, ak–1) до (a1, a2, …, ak–1, ak), достаточно сравнить элемент ak с каждым ai, i < k. Эту проверку можно реализовать в виде функции QUEEN, представленной алгоритмом 3, которая отвечает на вопрос, включить данную позицию в подмножество Sk кандидатов на выбор ak или нет.
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Алгоритм 3. Функция QUEEN

Оценим, как влияют эти ограничения на процесс поиска. Если нет никаких ограничений, то на доске размером n ( n существует 
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 (для n = 8 около 4,4 ( 109) возможных способов расстановки n ферзей. Тот факт, что в каждом столбце может находиться только один ферзь, дает nn расстановок (для n = 8 около 1,7 ( 107). То, что в строку можно поставить только одного ферзя, говорит о том, что вектор (a1, …, an) может быть решением только тогда, когда он является перестановкой элементов (1, 2, ..., n), что дает n! возможных расстановок (для n = 8 около 4,0 ( 104). Требование, что на диагонали может находиться только один ферзь, еще больше сокращает число возможных расстановок. Для последнего ограничения аналитическое выражение, позволяющее оценить число возможных расстановок, получить трудно, поэтому необходима экспериментальная оценка размеров дерева поиска. Например, для n = 8 дерево поиска содержит только 2056 вершин.


Для наглядности и систематизации все предложенные и соответствующим образом обоснованные студентом усовершенствования и их аналитические или экспериментальные оценки при оформлении РГР рекомендуется организовать в виде таблицы произвольной формы. Например, рассмотренные выше усовершенствования и их оценки для задачи о ферзях можно свести в табл. 1, в которой каждая строка с указанным в ней усовершенствованием учитывает и усовершенствования всех предшествующих строк.

Таблица 1. Сокращение перебора в задаче о ферзях

	Усовершенствование
	Аналитическое выражение для оценки
	Количество возможных расстановок n ферзей для n=8

	Нет никаких ограничений
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	около 4,4 ( 109 расстановок

	Каждый столбец содержит не более одного ферзя
	nn
	около 1,7 ( 107 расстановок

	Каждая строка содержит не более одного ферзя
	n!
	около 4,0 ( 104 расстановок

	Каждая диагональ содержит не более одного ферзя
	Нет
	Дерево поиска имеет 2056 вершин



Процесс усовершенствования поиска с возвратом с целью сокращения перебора можно продолжить (основные методы повышения эффективности поиска с возвратом см. раздел 3.2.4).


Очевидно, что экспериментальные оценки можно получить только после программной реализации соответствующих алгоритмов.

3.2.3. Разработка алгоритмов решения задачи

Поскольку нет необходимости в вычислении и явном хранении подмножеств Sk, текущее значение элемента множества Sk, обозначенное через sk, является элементом вектора S = (s1, …, sn). Тогда проверке условия Sk ( ( в алгоритме 1 будет соответствовать условие sk ( n. В результате процедуру нахождения всех решений задачи о неатакующих друг друга ферзях на доске размера n ( n можно формально представить алгоритмом 4.
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Алгоритм 4. Решение задачи о ферзях методом поиска с возвратом


Следует отметить, что данный алгоритм корректно обрабатывает и ситуацию, когда k = n + 1, поскольку вычисляемое значение sn+1 не меньше, чем n + 1, и, следовательно, множество Sn+1 всегда пусто. Включение во внутренний цикл специальной проверки для предотвращения ситуации, когда значение k становится больше n, будет слишком дорогостоящим с точки зрения времени работы алгоритма. Поскольку в соответствии с алгоритмом 4 возможна ситуация, когда k = n + 1, следует увеличить размер вектора S = (s1, …, sn) на единицу, т. е. S = (s1, …, sn+1). Подобная корректировка структур данных в процессе разработки алгоритма часто вполне естественна, поскольку не только выбор структуры данных влияет на алгоритм, но и разработка алгоритма может оказать влияние на структуру данных. Хотя во многих случаях подобные ситуации можно спрогнозировать и на этапе разработки структур данных.
3.2.4. Повышение эффективности поиска с возвратом

Практически все методы повышения эффективности поиска с возвратом связаны с сокращением перебора вариантов. Рассмотрим некоторые из них.


Поиск с ограничениями. Этот метод иногда называют отсечением ветвей, поскольку при этом удаляются поддеревья из дерева поиска. Основой метода является детальный анализ задачи для выявления ограничений, сокращающих процесс поиска. Практически этот метод нами использован в алгоритме решения задачи о ферзях, в котором учитываются ограничения, связанные с тем, что ферзь атакует все поля в своей строке, своем столбце и диагоналях.


Эквивалентность решений. Метод заключается в том, что определяются критерии эквивалентности решений и процедуры перевода одного решения в другое эквивалентное решение. Если будут найдены все попарно неэквивалентные решения, то можно построить все множество решений. В задаче о ферзях два решения можно считать эквивалентными, если одно из них переводится в другое с помощью ряда вращений и/или отражений. Например, поскольку ферзь, расположенный в любом углу доски, атакует все другие угловые поля, то решений, в которых ферзи стоят более чем в одном углу, нет. Следовательно, любое решение с ферзем в позиции (1, 1) может быть переведено вращением и/или отражением в эквивалентное, в котором позиция (1, 1) пуста. Таким образом, процесс поиска можно начать с a1 = 2 и получить все неэквивалентные решения. Этим сразу обрывается у дерева большое поддерево (в дереве остается 1829 вершин).


Слияние (склеивание) ветвей. Идея состоит в следующем: если два или более поддеревьев данного дерева поиска изоморфны, то достаточно исследовать только одно из них. В задаче о ферзях можно использовать склеивание, учитывая то, что если a1 > (n/2(, то найденное решение можно отразить и получить решение, для которого a1 ( (n/2(. Следовательно, поддеревья, соответствующие, например, случаям a1 = 2 и a1 = n ( 1, изоморфны. В результате, не исследуя поддеревья, соответствующие случаям a1 = (n/2( + 1, a1 = (n/2( + 2, …, a1 =n, можно найти все неэквивалентные решения. Кроме того, поскольку использование такого склеивания не влияет на ограничение в позиции (1, 1), достаточно найти решения только для 2 ( a1 ( (n/2(. Это позволяет существенно сократить размеры дерева. Например, для n = 8 дерево сводится всего к 801 вершине.


Переупорядочение поиска. Данный метод может оказаться полезным, когда существование решения вызывает сомнения или когда вместо всех решений нужно найти только одно. Есть несколько способов его использования. Во-первых, если интуиция подсказывает, что решения будут иметь некоторый определенный вид, то поиск разумно построить так, чтобы раньше других исследовались возможные решения именно этого вида. Во-вторых, если это возможно, дерево поиска следует перестроить так, чтобы вершины меньшей степени (т. е. имеющие относительно мало сыновей) были близки к корню дерева.

Перестройка дерева может оказаться полезной по следующим причинам. В общем случае, чтобы обнаружить, что путь не может вести к решению, должно быть накоплено несколько ограничений, и обычно это случается на фиксированной глубине дерева. В результате большее число вершин будет запрещено, если большая часть ветвлений будет находиться ближе к листьям, чем к корню. Нужно помнить, что такой вид перестройки дерева может оказаться бесполезным, если должно быть исследовано все дерево. Кроме того, даже если не требуется исследовать все дерево, перестройка может переместить решения не ближе к началу поиска, а дальше от него.


Иллюстрацией тому, как техника перестройки дерева применяется к методу ветвей и границ для решения задачи коммивояжера, является то, что почти оптимальные решения находятся на раннем этапе поиска (см. раздел 3.2 в кн. [7]).


Декомпозиция. Метод декомпозиции заключается в разложении задачи на k подзадач, решении этих подзадач и затем композиции решений подзадач в решение исходной задачи. В этом случае требования к объему памяти могут быть очень высокими, поскольку нужно хранить все решения подзадач, однако, скорость может значительно возрасти. Например, если для решения задачи размера n требуется время c2n, то использование метода декомпозиции позволит уменьшить время до kc2n/k+ T, где T ( время, требуемое для композиции решений подзадач.

3.3. Исследование сложности выполнения алгоритмов

Обычно поиск с возвратом приводит к алгоритмам, экспоненциальным по своим параметрам. Это является следствием того, что если все решения имеют длину не более n, то исследованию подлежат приблизительно 
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 вершин дерева поиска, где (Ai( – мощность множества Ai. Даже широкое использование ограничений и склеиваний позволяет в большинстве случаев добиться только того, что величина (Ai( становится константой; при этом получаются деревья примерно с C n вершинами для некоторой константы C > 1. Поскольку размеры дерева растут так быстро, можно попытаться определить возможность практического осуществления поиска (т. е. за приемлемое время) путем оценки числа вершин в дереве.

Аналитическое выражение для оценки удается получить редко, так как трудно предсказать, как взаимодействуют различные ограничения по мере появления их при продвижении в глубь дерева поиска. В подобных случаях, когда построение аналитической модели является трудной или вовсе неосуществимой задачей, можно применить метод Монте-Карло (метод статистических испытаний). Смысл этого метода в том, что исследуемый процесс моделируется путем многократного повторения его случайных реализаций. Каждая случайная реализация называется статистическим испытанием.


Рассмотрим применение метода Монте-Карло для экспериментальной оценки размеров дерева поиска. Идея метода состоит в проведении нескольких испытаний, при этом каждое испытание представляет собой поиск с возвратом со случайно выбранными значениями ai. Предположим, что имеется частичное решение (a1, a2, …, ak–1) и что число выборов для ak, основанное на том, вводятся ли ограничения или осуществляется склеивание, равно xk = (Sk(. Если xk ( 0, то ak выбирается случайно из Sk и для каждого элемента вероятность быть выбранным равна 1/xk. Если xk = 0, то испытание заканчивается. Таким образом, если x1 = (S1(, то a1 ( S1 выбирается случайно с вероятностью 1/x1; если x2 = (S2(, то при условии, что a1 было выбрано из S1, a2 ( S2 выбирается случайно с вероятностью 1/x2 и т. д. Математическое ожидание x1 + x1x2 + x1x2x3 + x1x2x3x4 + … равно числу вершин в дереве поиска, отличных от корня, т. е. оно равно числу случаев, которые будут исследованы алгоритмом поиска с возвратом. Существует доказательство этого утверждения [8].


Общий алгоритм поиска с возвратом легко преобразуется для реализации таких испытаний; для этого при Sk = ( вместо возвращения просто заканчивается испытание. Алгоритм 5 оценки размера дерева поиска осуществляет N испытаний для аппроксимации числа вершин в дереве. Операция ak ( rand (Sk) реализует случайный выбор элемента ak из множества Sk.


Таким образом, каждое испытание представляет собой продвижение по дереву поиска от корня к листьям по случайно выбираемому на каждом уровне направлению. Поскольку в методе Монте-Карло отсутствует возврат, оценка размеров дерева выполняется за полиномиальное время.
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Алгоритм 5. Метод Монте-Карло для поиска с возвратом


Вычисление по методу Монте-Карло можно использовать для оценки эффективности алгоритма поиска с возвратом путем сравнения его с эталоном, полученным для задачи с меньшей размерностью. Например, при выполнении алгоритма 4 решения задачи о ферзях в случае доски размером 10 ( 10 требуется поиск на дереве с 35 538 вершинами (эталон). В случае размера 11 ( 11 после 1000 испытаний по методу Монте-Карло оценка числа вершин была 161 124, и поэтому можно ожидать, что вычисления потребуют примерно в 4,5 раза больше времени, чем в случае с доской 10 ( 10. Фактически оказалось, что в случае с доской 11 ( 11 дерево имеет 166 925 вершин и время вычисления в 4,7 раза больше.


В РГР необходимо исследовать поведение временной сложности в пределе при увеличении размера задачи, т.е определить асимптотическую временную сложность решения задачи. Поскольку аналитическое выражение получить скорее всего не удастся, следует использовать рассмотренный выше метод Монте-Карло. В качестве эталона проще использовать данные (размер задачи, число исследованных узлов и время вычисления), полученные при оценке усовершенствований. Увеличить размер задачи на единицу и, используя метод Монте-Карло, оценить число узлов в дереве и определить ожидаемое время вычислений; сравнить с фактическим временем (и размерами дерева), потребовавшимся для непосредственного решения задачи данной размерности. Процесс таких оценок (увеличивая размер задачи) продолжить до тех пор, пока фактическое время вычислений остается разумно приемлемым (например, не более 5(10 мин.); для последнего размера выполнить только оценку методом Монте-Карло, не сравнивая с фактическими значениями (из-за большого времени вычислений). Полученные результаты свести в соответствующую таблицу. Например, для задачи о ферзях такая таблица может быть представлена в виде табл. 2. Как видно из оценки методом Монте-Карло, ожидаемое время выполнения поиска для доски размера 12 × 12 составит примерно 451 мс.
Таблица 2. Оценка времени выполнения
	Размер

задачи
	Метод Монте-Карло
	Фактически

	
	Число узлов
	Порядок роста
	Число узлов
	Время
	Порядок роста
времени

	8(8
	–
	–
	2 056
	1,14 мс
	–

	9(9
	–
	–
	8 393
	4,57 мс
	в 4 раза

	10(10
	–
	–
	35 538
	19,40 мс
	в 4,2 раза

	11(11
	161 124
	в 4,5 раза
	166 925
	92,04 мс
	в 4,7 раза

	12(12
	825987
	в 4,9 раза
	–
	–
	–



По полученным экспериментальным данным следует построить график и определить аппроксимирующую функцию, которая с максимальной степенью близости описывает результаты эксперимента. Полученная функция и будет определять вычислительную сложность решения задачи.

4. Требования к оформлению РГР


Пояснительная записка оформляется на стандартных листах формата А4 (210 ( 297 мм), которые должны быть пронумерованы и сброшюрованы. Объем пояснительной записки ( 10 ( 15 страниц (без приложений).


Процесс выполнения РГР, принятые решения и полученные результаты должны быть четко и технически грамотно отражены в пояснительной записке. Все принятые решения и выкладки следует сопровождать обоснованиями и пояснениями. Каждый раздел записки должен завершаться краткими выводами. 


Рисунки, таблицы и алгоритмы должны быть подписаны и пронумерованы, на них необходимо давать ссылки в тексте записки.


Пояснительная записка начинается с титульного листа с названием работы, номером группы, фамилиями студента и руководителя. Затем следуют задание к РГР и оглавление. Текст пояснительной записки рекомендуется разбить на следующие разделы:

Введение. Анализ задания. Выводы о методах решения и путях повышения эффективности вычислений.

1. Формализация задачи.

1.1. Абстрактные структуры данных для представления объектов задачи.

1.2. Анализ ограничений и усовершенствований. Аналитические и/или экспериментальные оценки.

1.3. Разработка алгоритмов решения задачи.

2. Исследование сложности выполнения алгоритмов.

3. Программная реализация алгоритмов.

3.1. Выбор языка и среды программирования.

3.2. Разработка структурной схемы программы

3.3. Реализация структур данных и алгоритмов средствами выбранного языка программирования.


4. Заключение (результаты вычислений и выводы по работе).


5. Список использованной литературы.


6. Приложения (листинги программ).


К защите допускаются работы, выполненные в соответствии с приведенными выше требованиями, после проверки и заключения руководителя. Пояснительная записка должна иметь подписи студента, руководителя и дату окончания работы. Выполнение РГР оценивается по результатам защиты и содержанию пояснительной записки.
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